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Sea L= 5[0, 3"¢ — m?¢]

x0 = y(x® - )
a) Demostrar que es invariante bajo las xl =yl - gx% B=—; y=
transformadas de Lorentz x? = x? '
x3 = x3
5S(¢]
Icul
b) Calcular 50

Apartado a) En primer lugar, deshago la notacién compacta, y pongo la expresion de L:

=3[ - GE -G -G8

Calcularé esas derivadas, pero suponiendo que ¢(x°’, x1",x%",x3") estd expresada en funcién de unas nuevas
coordenadas (con prima), que se relacionan con las antiguas (sin prima) mediante las transformaciones de Lorentz

puestas arriba. Utilizaré la regla de la cadena:

0 9 0x° ¢ ox* ¢ 9x* 0P 0x*
9x0  9x9 9x9 ' 0x1 9x° ' 0x2 9x° ' 9x3 dxO

0’ 1 27 37
Segtin las T.de Lorentz: ?;;0 =V ; % =—yB; % =0; % = 0. Porlo tanto:
2~ 2% () 4 22 (—yp) =y [ 22— p 22 (%)Zz z(ﬂ)ﬁ zﬁz(ﬂ)z_
ox0 ax0 14 oxv 14 dx0 6x1 ax0 14 axv |4 ax1

De forma similar:
0p 0 0x” 0¢ ox'  0¢ 0x* 0P 9x*
ax1 9x9 dxt  9x1 dxl  9x2 dx! ' 9x3 0x!

. ax® axl 9x? ax3
Segtin las T. de Lorentz: Fyi -YB ; priinl 0; Pyl 0 . Por lo tanto:

_ o9 | 9%
6x1 - 6x° ( vB) + 5+ 6x1 (V) ( 'Bax‘)' + 6x1') =

Para los casos de x° y X, al ser iguales a x° "y x’, respectivamente, se cumplira que: pyeE

De todas formas, lo compruebo siguiendo la misma sistematica:

o9  dp 0x° ¢ ox¥  dp 0x* ¢ 0x®
0x2  9x% 9x?  9xl 9x?  0x2 dx?  9x3 dx?

ax” axl ax? ax3
Segun las T. de Lorentz: w20 52=05 57=1 55 Por lo tanto:

o _0p (a_¢)2

ax2 ~ 9x? x2

Igual la derivada respecto a x”
o9  dp 0x° ¢ ox¥  dp 0x* ¢ 0x®
dx3  9x% 9x3  9xl 9x3  0x2 9x3  9x3 dx3

. ax” axt ax? ax®
Segin las T. de Lorentz: ——==0; -—==0; ——5=0; ——=1. Porlo tanto:

9 _ 09 _, (a_¢)2

ax3 ~ 9x3 ax3
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Tomando los resultados anteriores de las derivadas al cuadrado, que he destacado en negrita, expreso L en funcién
de las nuevas coordenadas:

L= 3 GR) e G) — ok - (G8) -t (GE) +amaish - (G5) - (%) - me)

ap 9o

Se puede simplificar (el término 2y 520 92T

seva) vy lo reescribo todo utilizando para las derivadas la notacién
relativista:

1
L= [y2(00@)? +v2B*(01-P)* — y*B* (09 P)* — y*(01-$)* — (02:¢)* — (03-¢)* — m?¢]
Sacando factores comunes:

1
L= [y2(1 = B*)(0p ) —y*(1 — B*)(01¢P)* — (02:9)* — (03 P)* — m* @]

1
1-p2

Si tenemos en cuenta que: y?(1 — p?) = (1-p%)=1 sellegaa:

1
L= 5[Q0$)* = (0r¢)* = (02¢)* - 039)* - m*¢] = [(9x¢)( 9’ ¢) ~ m* ]

N| =

Comprobando asi que la expresion de L tiene la misma forma, expresada con coordenadas {x"} o con {x"}

Apartado b) Cuando la funcién ¢ de la que depende el funcional S[¢] es de varias variables ¢(x’, x', x*, x°) Ia
derivada del funcional es:

6S[¢] oL @ [ oL a [ oL a [ oL a [ oL
5p 0 0xO\ 500 | axt\ 00 | 0x?\,0¢ | 0x3\ 500
0x0 dx?! 0x? 0x3

b= 3[GR) - G2 - GE) - (GE) -]

Con la expresion de L hacemos las derivadas:

oL
9 P
oL o¢p 0 oL 0%¢ 52
—_— _) =
aa_d’ 0x° 0x° aa_d’ dx0? °
0x0 x0°
oL o¢p 0 oL 0%¢ 52
- = _ = — = —
aa_d’ ox? ox? aa_d’ dx1? !
dxt oxt
oL o¢p 0 oL 0%¢ 52
[ L N = — = —
aa_d’ 0x? 0x? aa_d’ dx?* 2
d0x? x?
oL ) o [ oL 926 ,
208 o T o\ 98 |7 e T R
dx3 dx3

Sustituyendo en la expresion de la derivada, queda:

ol = g~ 950 + 94050 + 030



